DS n°3 : Applications, fonctions usuelles,

intégration — Corrigé

Noté sur 105 pts +5 pts pour le soin et la clarté,

puis la note est divisée par 5 pour faire une note sur 20.

Exercice 1 : Calcul d’intégrales (21,5 pts)

Les questions suivantes sont indépendantes.
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(Par les regles de Bioche, on sait que u = sinz va fonctionner :
l'intégrale “sous la bonne forme”)
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4) Soit b € R et a € R} Calculer I'intégrale / ——. Quelle est sa limite quand

x —1b
a tend vers +o0o 7 (6 pts)
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5 est impaire

Exercice 2 : Une application complexe (19,5 pts)

On définit 'application

f:C\{1} —»C
z+1
'—)2—1

1) Quels sont les antécédents de 1 par f 7 (3 pts)

On résout 'équation f(z) = 1 d'inconnue z € C\ {1}.

fz)=1
—zZ+1l=2z-1
= 2=z—-72
< 2=2ilmz

2 .
< Imz=— = —1

‘1 n’a pas d’antécédent par f ‘

2) Déterminer ’ensemble f(iR). (3 pts)
(On a bien iR € C\ {1} donc ce calcul a un sens). Soit € R. On a :

x4+l —iw+1 .
Cdr—1 -1

f(ix)

Ainsi,

[f(R) = {f(iz) |z € R} = {~1}]

3) L’application f est-elle injective ? surjective ? bijective ? (5,5 pts)

Par la question 1, I'élément 1 € C n’a pas d’antécédent par f.

Or, ITmz € R, ce qui entraine qu’il n’y a pas de solution.

‘f n’est pas surjective ‘ On peut ainsi affirmer que ‘f n’est pas bijective ‘

Ainsi,

Ainsi,

Par la question 2, f(i) = —1 = f(2¢) mais ¢ # 2 donc ‘f n’est pas injective ‘




4) Dans cette question, on note E := R\ {1} et g la restriction de f & E.
a) Montrer que g(E) C E. (3 pts)

Soit y € g(F). Montrons que y € E. Tout d’abord, il existe z € E tel que
y=g(z). Ona
T+l a1

y=g(x)= €R

r—1 x-—1
I1 suffit de montrer que y # 1. Or,

gx)=1 <<= z+l=0—-1 << 2=0

cette derniére assertion est fausse, donc y = g(z) # 1. Finalement, |g(E) C E|
b) Soit x € E. Simplifier (g o g)(z). (1 pt)

ol zt+l4a-1 0 2

¢) En déduire que g est une bijection de E sur E et déterminer sa réciproque.
(4 pts)

Par la question précédente, on a g o g = idg. Ainsi, ¢ est une involution : ¢
est donc bijective et ¢7' = g.

Exercice 3 : Relation d’équivalence entre fonctions (25 pts
bonus)

On note A I'ensemble des applications de R dans R et B 'ensemble des bijections
de R sur R. On définit sur A la relation R de la maniére suivante : pour toutes

f,g €A,
fRg <= JpeB f=goyp

Autrement dit, fRg si et seulement §’il existe une bijection ¢ de R sur R telle que
f=go0p.
1) Montrer que R est une relation d’équivalence. (11 pts)

Soit f,g,h € A.

e On a f = foidg et idg est clairement une bijection de R sur R. Ainsi, fRf.
Donc R est réflexive.

e Supposons fRg. Alors f = go ¢ avec ¢ € B. On en déduit que

fopT=(gop)op™
=go(pop™) par associativité
=9

Donc g = fog@ ', De plus, ¢ ' € Bcar ¢ € B. Ainsi, gRf : R est
symétrique.

e Supposons fRg et gRh. Alors il existe @1, s € B telles que
f=gop et g="hoys

done f = (hogy)ow =ho(ps0¢r). En posant ¢ = s 0 ¢y, on a donc
f=hoy. Deplus p € B car p1,ps € B. Donc fRh : R est transitive.

Finalement, R est une relation d’équivalence.

2) Soit f, g € A telles que fRg. Montrer que si g est injective, alors f est injective.
Montrer que si g est surjective, alors f est surjective. (4 pts)

Supposons g injective. Alors comme @ est bijective, f = g o ¢ est la composée de
deux applications injectives donc est injective.

De méme, si g est surjective, alors f et surjective.

3) On note fy: z — 0 et pour tout f € A, on note f la classe d’équivalence de f
pour R. Que vaut fy 7 Que vaut idg ? (4 pts)

Soit g € A. g€ fo <= gRf
— dpeB g=fooyp
< 3JpeB VreR g()= folo(z))
“— (GpeB) VreR gx)=0
—g=0

Ainsi, g € fj si et seulement si g = fy, d'out| fo = {fo}| De plus,

g € idg <= gRidg
<— JpeB g=idro
— JpeB g=

—gehB Ainsi, .



4) Soit f € B. Quelle est la classe d’équivalence de f 7 (4 pts bonus)
Comme f € B, on a par la question précédente f € idg. On en déduit que

7-it:-g]

Probléme : formules de Leibniz et de Machin (39
pts)

Partie A (20 pts)

1) Soit a,b € R. Rappeler la formule donnant tan(a + b) en fonction de tana et
tan b, lorsque ces quantités sont bien définies. (1,5 pt)

(Soit a,b € Diay tels que a+ b € Diyy. Alors :)

tana + tanb
te b)) = ————
an(a+b) 1 —tanatanb

2) A l'aide de cette formule, montrer soigneusement que pour tous réels x, y tels
i

que zy # 1 et |arctan z + arctany| < 3

r+y
arctan x + arctany = arctan
1—2y

(6 pts)

On affirme que

Tty
arctan r + arctany = arctan
1—ay

Tty
<= tan (arctanx + arctany) = tan | arctan .
—zy

En effet pour le sens direct, on peut appliquer la fonction tangente car

T+ T T
arctanx + arctany et arctan <1y> sont dans }75, 5[ Pour le sens ré-
Y

ciproque, on applique la fonction arctangente (ce qui est toujours possible car

7

Daretan = R) et on utilise le fait que

T

Vz € }77, 7[ arctan(tan z) = z
2°2

Ainsi, on a bien équivalence. On applique ensuite la formule de la question 1) avec

a = arctanx et b = arctany, ce qui est possible car a, b, a + b sont dans Dy,,. On

obtient donc :

tan(arctan z) + tan(arctany)  x+y

ta arcta U ta = -
an (arctan z + arctan y) 1 — tan(arctan x) tan(arctany) 1 —zy

(car tan o arctan = idg). Finalement,

Tty
arctan r + arctany = arctan
1—ay

< Tty = tan | arctan Tty
1—xay 1—2ay

T +vy B Tr+y
lfxy_lfxy

Cette derniére assertion est vraie, donc I'assertion de départ l'est aussi. D’ou le

résultat.

3) En déduire les formules suivantes :

1 5
a) 2arctan (5> = arctan (E) (3,5 pts)

1 1 1
Ona -x 5 # 1 et comme 0 < £ < 1, on a par stricte croissance de 'arctangente
5

1
arctan 0 < arctan 5 < arctan 1
—0< t ! < T
arctan — < —
5 4

= 0< t 1+ t 1<7T
arctan — arctan — —
5 5 2

On peut donc appliquer la formule de la question précédente :



1 1 1 1+
2 arctan — = arctan — + arctan — = arctan 2 1
5 5 1— 5 Xz
5+5 1 5
= arctan | —— = arctan — = |arctan —
5—1 24 12

1 120
b) 4arctan <5> = arctan <m> (3,5 pts)

Par ce qui précede,

1 1 1
4arctan | — | = 2arctan — + 2 arctan —
5 5 5

5 5
= arctan | — | + arctan | —
12 12

5 5 5
De méme, on a B X D # 1, et comme 0 < - < 1, on a encore

< ar 1 0 arctan <
arcta. C

Donc par la question 2),

1 545
4 arctan (r) = arctan (12)120>
9 ]. D) X 2

.. T
et ainsi comme arctan(—1) = T on a
T < arctan | 222) + arctan(=1) <
—— < arctan | — arctan(— —
4 119 4

On peut donc appliquer la question 2),

120 120 4 (—1)
arctan | — | — arctan 1 = arctan ”31207
119 1-— 19 X (71)

120 — 119
119 — 120 x (1)

1
= |arctan (| —
<239>

= arctan (

60 + 60 120
= arctan (| ———— | =|arctan [ —
144 —5 x5 119

120 1
c) arctan <m> — arctan 1 = arctan (2—39> (4 pts)
On a tout d’abord,

rtn - — rt n I“t n - + 1 tI] —
arcta. 9 arcta arcta arcta.

120 120
On vérifie que —— x (—1) # 1. De plus, 0 < 19 donc

< <
() arctan

9

1 1
4) En déduire la formule de Machin : % = 4 arctan 5 arctan 239 (1,5 pt)

Par la question 3),

1 120
arctan | —— | = arctan ( — | — arctan 1
239 119

1 T

=4arct o

arctan <5> 1

s 1 1
— =4arctan [ = | — arctan [ —
4 5 239

D’ou

Partie B (19 pts)

Soit n € N.

1 - ko _ (212
5) Mont tout t € R, —— — )" =
) Montrer que pour tout ¢ € R, 112 ;( )

141

10

(3,5 pts)



1 n [ 1 n
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T LV s 2 )
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1 1— (7t2)7z+1 5
“TiE - ) car —t°#£1
B 1 1+ (_1>n+1(t2)n+l
142 142
(_1)n+1t2n+2
BT
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6) En déduire que pour tout = € R, arctanx — Z(—l)k2k 1

k=0
une primitive d’une fonction a préciser. (5 pts)

Par la question précédente, pour tout ¢ € R, on a

1 i( l)kaki (_1)n+1t2n+2
L+ & I

continues :
x 1 T n T _1 n+1t2n+2
[ [ (Seve)an [0,
o 1+t o \'iDg 0 1+¢
n . "X o T (71>”+1t2n+2
— [arctant], — Q&Y/t"ﬁ:/'——————ﬁ
n p2h+1
= arctanz — ;(_l)kék; T Fy(z)

( . 1)n+1t2n+‘2

ou F;, est la primitive de la fonction ¢ +— -
1+1¢2

qui s’annule en 0.

On admet que si f, g sont deux fonctions continues sur R telles que f < g alors :

Vr e Ry /Ofg/g.

0

11

= F,(x), ou F), est

On integre cette égalité de 0 & © € R, ce qui est possible car ces fonctions sont

7) Montrer que VteR — 22 < Fl(t) < 22,
En déduire que Vz € [0,1] F,(x) — 0. (7,5 pts)
n—-+0o

Pour tout n € N, on a

_t2n+2 S (_1)n+1t2n+2 S t2n+2

On en déduit que

.[.271#»2 1.2n+2
< F) <=
L4+~ (1)< 1412
1 2n+2 2n+2
Or, on a —— < 1, et donc < 22 De méme, —¢2"2 < — . Ainsi,
1+ ¢2 1+ ¢2 142

2n+2 2n+2
—t n+ SE/l(t)Stn+

Soit € [0, 1]. Ces fonctions étant continues, en intégrant de 0 a x, on a

_/ t2n+2dt < Fn(l) o Fn(()) < /“t2n+2dt
0 0

x2n+3 x2n+3
> — < F’ﬂ <
g3 S @) <5

Or, comme z € [0,1], la suite (2*"3),cy est bornée, si bien que

2n+3
lim <:|: > = 0. Par encadrement, on en déduit que F,,(z) —— 0.
n——+00 2n + 3 n——+00

8) En déduire la formule de Madhava-Leibniz : (3 pts)

T = (=1 11 1
=1 ANEVAR N
1 ni%Z;%+1 st5 7t

En prenant x = 1 dans la formule obtenue a la question 2 :

- ()
arctan 1 — Z =F,(1)
— 2k+1

En faisant tendre n vers +o0o dans cette égalité, on a par la question 3,

T ) "L (=)t
o lim Y -0
1 ,hﬂﬂmk:OQk-+1
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